Zur Axiomatik der Mengenlehre by Schoenflies, Arthur
Zur  Axiomatik der Mengenlehre  '1. 
von 
A.  Schoenfiies in kanglnrt  e. M. 
Die Hilbertmhe Grundlegung  der  Geometrie  darf  für  die andogen 
Untermohungen als vorbildlich geben.  Zwei  ihrer Eigenschaften  sind  es, 
anf  die  es hier ankommt.  Erstem  wird  von  allen  sprdchen Deiini- 
tionen  der  Obj&ey mit  denen  sie  operierty wie  Punkt,  Ckade,  zwi- 
schen  um.  abgesehen;  nur  ihre  gegemeitigen  Beziehungen  und  deren 
Umeesatee werden  axiomatisch an  die Spitae geatellta).  Zweitens wer- 
den  die Axiome in ve~~~biedene  Gruppen gewisser Eigenart und Tragweite 
geapaih (die des  Schneidern und  Verbiidens,  die Axiome der  Ordnung, 
der  Kongruenz  asw.),  und  es  ist  eine  wesentliche  Aufgabe des axioma- 
Wen  Anfbanes,  zu prüfen,  bis  ni welchen Resultaten eine einzelne oder 
mehrere dieser Gruppen  für sich führen.  Die  gleiohe  Bbdlung eignet 
sich für die Mengenlehre.  Von sprachlicher Fhfühmng der Be@e  Menge, 
Bereich usw.  ist  daher ebenso  aMen,  wie  von der des Punktes oder 
Raumes.  Ebenso  kann man  hier  genrisse  Axiompppen  uniintarscheiden, 
die Axiome  der Aquivalw die Axiome  der Ordnung nsw.,  und  kann  die 
gleichen  Fragen  steilen,  wie  im  Gebiet  der  Geometrie.  Dies  soll  im 
folgenden g~~  und zwar  für  denjenigen Teii, der nur mit dar Äqni- 
Valenz  der  Mengen,  der  Mengenteilung und  Xengen~erbindung~  sowie der 
Mengmvergl&hung  operiert. 
3 Mit Znsate  abgedrmkt  sae dmeterdam Ao. Prweedings !B  (1920). 
9  Der EEsiidisßite Aufbau  beginnt nooh mit den Wo*:  Ein  Punkt ist, was 
keine Teile  hat.  Eine  Linie  ist eio.e  Lffnga  ohne Breite new, In dem  V+bt  d 
alle  solohen  ~pmohibhen FhgdhW  liapt  8ine.r  der  wesentliohan  dnroh 
aübert beeondaa, mOdgFP geworden811 QedaPlrm.  übxigene hatte aehon P&  dd 
seine  Vorlesungen über neuere Geometrie (ikpzig, 1882)  in  dieeer Riabtnng vorbild- 
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Will man  die Probleme der Mengenlehre  einer derartigen BehandIung 
untemerfen, so ist  es oberstes Erfordernis,  die Begrifxe  der endlichen und 
der undchen  Menge  auf  einer Grundlage einzuführen,  die nur  die eben- 
genannten Fundamentaibegdle  benutzt.  Solche  Definitionen  sind  ja  in 
der Dedekindschen BegrifEsbestimmong vorhanden:  Eine  Menge  M  heißt 
unendlich,  wenn  es  eine  (eahte)  Teilmenge  Y'  von  M gibt,  die  äqui- 
valent M  ist;  sie  hat  endlich,  wenn  es  eine  solche  Teilmenge  nicht 
gibt.  Sie  haben  daher den  alleinigen A~csp~spunki?  zu  bilden. 
Die  historische  Entwioklung  der  Mengenlehre  ist  freilich  wesentlich 
anders  vor  sich  gegangen.  Wahrend  vorstehend  die  udbch  Menge 
als  das  logisch  #tiv  bestimmte  Objekt  erscheint,  und  die  endEiche 
Menge  als ihr logisches Qegmteil,  ist  die  historische Entwicklung umge- 
kehrt von  den endlichen Mengen  als  wohlbekannten  mathematischen  Ob- 
jekten ausgegangen,  and  hat  die  unendlichen Mengen  als Gegensatz der 
endlichen  Mengen  eingeführt.  Der  so  benutzte  Begriff  der  endlichen 
Menge  gehört  aber  bereits  einem  Gebiet  an,  das rsich  nicht  mehr  aus- 
schließlich an die äqnivalenzb~ehungen  ansohließt,  Der  historisch über- 
kommene Begriff der endlichen Menge  ruht ja  überhaupt nicht  auf  axio- 
matisoher Grundlage.  Mag  man  ihn  ~praohlich  oder  empirisch oder an- 
sohatdich a&a13sen,  er  war im wmentlichen an der Hsnd  des ZahlbegrifEs 
entstanden und  raht jedenhlls auf Voraussetzungen, in die auch die Ord- 
nung als  Grundbegriil eingeht.  Diese  gehört  aber  bereits einer Be-- 
gnippe  an, von  der  hier  abden  ist.  So  laufen  in  der  historischen 
En-klung  der  Mengenlehre zwei  wemntlich verschiedene Bestimmungen 
der  endlichen  und  unendlichen  Mengen  unvermittelt  nebeneinander  her 
und  dweren infolgedessen  die  Frage  nach  dem,  was  den einzelnen 
Sätzen  axiomaW zugrunde  liegt.  Auch  insofern ist eine KLärnng  des 
Saohverhalts wünschenswert. 
Daa  aeealtat  erweist  BiCh  in zwei  Punkten  als durchaus eigenartig. 
Die Vergl-  der Mengen  bezüglich  ihres Größen~rs  ist namlich 
niohts,  wria  dem  MengwbegrifI  allein eigentümlich ist;  aie  beW  aUg4 
meiner  alle Obje&,  für  die man dse &nee  und  den BWteit  unter- 
Wden  kana  Die Axiomaik,  die hier entwickelt wird,  ist also Rohtiger 
&e  Axiomatik &r &öß&e,  und zwar in dem besonderen Fall,  daß 
es  anoh G'röBen  von  W-  Charakter gibt.  Dies bedingt, dsß die 
BImm& der  Mengen im folgenden  gar  %ich$ hW  werden;  immer nur 
bilden die an aich moglichen Bezkhqen mpisoben  den Ganzen und ihren 
Teilen  den  Gegenstand  dar Untan,aohna@:.  Dezen  anf axiomatischer Grund-  .  iage ruhende,  tmbsede ErorteinUre;  bildet den  eigentlichen inhalt  der 
ArWi  I&  habe  aber  dad die  gewohnten  Nengenbez+ungen  bei- 
bebeltea  Pär die Ji%men& der iüqm  wird eret  am Waß  eine an£ Axiomatik der  kgenlehre.  115 
den Be@  der Tailmenge sioh stützende ~ungsmöglichkeit  geSi 
Sie  deinen  818  solche Teilmengenl die selbst nicht weiter in Teilmengen 
zerlegbar sind  (gleichsam als die Atome). 
Eie zweite Eigenärt  der Untersuchung  bet;ri&  die  logischen  Not- 
wendigkaiteq  die der axiomatische Aufbau  +eses  Mem  Gebietea ver- 
langt.  Außer  den eelbstvmständliohen axiomatischen F-etningen  über 
die Regeln,  nsch denen man mit den Be@en  der äquivalenz, der Teil- 
mengen usw.  mi operieren hat,  treten  auch nooh. Bnnahmen auf,  die  man 
wohl  nicht  erwarten mag.  Bei  ihrer Einfühnuig handelt es  sich aber - 
und darin besteht  die genannte Eigenart -  weniger um ~pezitisch  mathe- 
matisch Notwendigkeiten,  a3a vielmehr um rein Z&xh;  dso um  Fest 
setzungen,  die deshalb nötig sind,  weil man ohne sie -  um  weiches wissen- 
sohaftliche Wet  es  sich  handeln  mag -  aus  den. in Frage stehenden 
Voraussetzungen 8oMeuPse  &erhupt  nhht  ubleikn kam.  Ein'  allgemeiner 
Cmdsafi, der Logik  lautet:  E  mere  negativis  nihil sequitur;  d.  h.  aus 
lauter  negativen  Prämissen  ksnn eine Folgerung  nicht  gezogen  werden. 
Aas  den Sätzen 
kein  ist  ein !Bl  kein  b ist  ein  G 
Wt sich in der  Tat eine Beziehung zwischen '$I  und  G nicht  entnehmen; 
und ebenso  wenig geststten die Satze 
kein 8  ist  ein %,  kein & ist  ein '% 
eine  Beziehung  zwischen  !B  und V). kade  solche Prämissen  sind  ea 
aber,  die uns bei  den mengentheoretischen Problemen mehrfach  begegnen, 
und  deshalb der Ebfihmg einer zwischen 9i und & oder zwbhen b  und Q 
vorhandenen  Beziehung  den  Stempel  der  axiomatischen  Notwendigkeit 
aufdrücken. 
0  1. 
Die X@valm. 
Die  mathemal;lechen Objekte, von  denen im folgenden die Rede sein 
wird,  heieen Mtrngen  (Tehengen,  Verbindmgsmengen).  Aiie sollen den- 
3 Am  den Vorderaetaen 
S[  ist nioht  93,  $f ist nfoht  PF 
freiüah in awhm  Fa1Ien dooh  eine  positive R'olgarong  gezogen  werden und 
piwar for 8 aeibst.  Nädioh  dann,  wenn  men  eine  ewisßhen 8 und  Q  best.ehende 
po&ive  Whnng  kennt.  Ane den  Satmn: 
Das Drehk 9 bt  nioht  apitzwinküg; md 
DaeDreBeok6i8tn30htshunpfwhkUg 
folgt, ds0 9 m&wbk&  iet.  Bier Begen nsmliob nur  soheinbas  a~hlieBIioh  nega- 
üve Prämieseir vor;  zu jhrtsn Ptommt  als positive der 8atE:  Jedes  DraieOg ist entweder 
@b&Mig  oder StmDpfwUlig oder waht-g.  VgL  smah  die Anmerk.  auf  S. 182. dbdn Aquivdembeziehangen  gehomhen,  die  wir  ak Axiom ät?r Bpd 
wEeaz (.U)  einführen.  Sie  lauten:  Sind M, I?,  P verschiedene Mengen, 
so dt 
I.  Aua  M-N  folgt  N-M. 
11.  Aus  M-N  und  X-P  folgt  M-P. 
Der Lqnivalembegdt hat also mwohl  kinn~bati~,  wie  auch wo- 
zWuen Charakter. 
Aus  diesen Axiomen  folgt: 
1.  Aus  M -  N  und N  &At  -  P folgt  M akht -P.  Denn  wäre 
Jf -  P,  so  würde  daraus  in Verbindung  mit  N  M  gemäß  r>eiter 
N  P folgen,  im Gegemtz zur Voram~etnmg. 
Die  Axiome I und 11  zeigen,  daß sie  die Ausdehnung auf  den Fall 
dassen, daß M  und  N  dieselbe  Menge  bedeuten.  Wir  fugen  also  als 
weiteres Axiom  hinzu 
111.  Es  ist M -  M. 
Ist M'  Teilmenge von M,  so  soll dies durch 
M't M 
bezeiohnet werden.  Wir nehmen durchweg an, daß M' von M  ver8chiedem 
ist,  und  nennen insofern M'  auch echte oder eigentliche Teiimenge von 111. 
Fiir  die  Teilmengen  sollen  folgende  Axiome  gelten  (Axiimae  &T 
Tdmmgen): 
I.  AW  M'~M  ~d  ~"t  Y*  folgt  M"~M. 
II.  Jede Teilmenge Y'  von  lli bestimmt eindeutig eine zweite Teil- 
menge  Ml  von  M,  die ihre Komphtamnge bezüglich  M  heißt. 
III. Die Komplementärmenge von  Ml  ist wiederum  M'. 
Wir  dürfen daher *folgende Bezeichnungen einführen.  Wir  schreiben 
IEC,~M'  reap.  Y1kB1 und  aetzen demgemäß (In)  in die Form 
m'.  AXB Y,  EM'  folgt  a1kiv1. 
Fiir  die Beziehung von M,  und M'  mir Menge Y seIbst acbreiben wk 
M=(M~,  M')=(M',  B,), 
and ssgen,  daß M  in die Teilmengen M'  und  M,  zerfäilt.  Zusammen- 
fassend  könasn wir also  sagen: 
Ans Y'8.M  folgt M,tM, M1kM',  M'kY,,  M=(M',M,). 
Seien nun  bl und N zwei  Mengen, 60  können bezüglich  ihrer  Teil-  . 
aenpn  zwei =e  einiwim.  Entweder gibt  es fiir M und  X  identieohe 
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Teilmengen, oder  es  gibt keine isolchen Teilmengen  In diesem Fall nennen 
wir die Me~gen  fremd  zueinander,  oder kurz fremd,  und schreiben 
MfN  resp.  NfM. 
Für fremde Mengen  gilt der  Satz: 
1.  Si&  M und  N fremde Mengen,  so  ist  auch jede  Teilmenge von 
Jf w  jeder Teilmenge  von  N fremd; d.  h. 
~m M~N,  M 'ta,  N'~N  folgt  ~'fiv; 
Wären  nämlich  die Teilmengen Y' und  N'  nicht  bmd, und  ist P 
eine in beiden  enthaltene Teilmenge, so hätte man 
und daher gemäß I auch 
PtM  und  PtN, 
dm  Widerspruch mit dei Vorauwtmng. 
ia. Der  Satz  gilt auch  so, daß Y' Zn N  selbst, und  ebenso N'  w 
M fremd ist.  Der  Beweis ist  derselbe. 
Wir stellen weiter folgende Axiome  auf: 
IV.  D@ beiden Kmplmentamengen H' 4  MI eiw  &enge  M 
sind  fremde  Mengen; d. h. 
Aus  MI  k M'  folgt  M, f M'. 
Diese Beziehung soll aber auch umgekehrt gelten;  zu  diesem Zweck 
führen wir folgendes  weitere Axiom  ein (Axiom der VerZ&mhgmengen). 
V.  Zwei  frde  Mengen  N U&  P b&imnen  eMse und  nur  eine 
d?Ienge M, deren KompIement~en  sie &nd;  d. h. 
Aus NfP  folgt NtM, PtM und NkP. 
Die  Bxiome  IV und  V  lassen  sich  also  auch 80  auffassen,  daß die 
Beziehungen Nk  P und  N fP  gleichwertig sind.  Wir nennen die Menge 
{N,  P) die  T7dndmgmmnge von  N und  P.  Es  folgt noch 
2.  Die Mengen N und P  sind von ihwr Verbindungsmenge M =  (Ny  P) 
verschieden.  - 
Denn ds sie nach  V Komplementärmengen von  dl eind,  so ist jede 
eine echte  Teilmenge  von  Y. 
Die Menge  (N,  P) hat  aaßer  N und P gemiiS  Axiom I auch  jede 
Teilmenge N'  und  P'  riu  Teilmengen.  Damit  sind  aber, wie  wir  durch 
ein weitem Axiom  festsetzen, nicht  ihre sämtlichen Teilmengen mohöp£f. 
Gernaß  Salz 1  und la  ist auch N'  zu P'  fremd,  ebenso  N'  zu  P und 
B zu  P'; nach Axhm V gibt  ee daher je  eine Menge 
(Nt, P'),  (N,  P')  und  (Nt,  P). 
mrthsniatisohe dmufaa. M.  12 Für  sie setzen wir  nun fest: 
VI. Ist M =  (N, P),  so ePnd auch die Meragn 
(N'cP'), (X',  P), (N,  P') 
~dbnmgen  von  M; ee zst aber  auch  jede ys  X,  N'  P,  P'  ver8chiedme 
Teiknge  VOR dieser  Pm. 
Wir foigern  hiera11s  den hb: 
3. Ist M =  (N, P) und  iet die Menge  Q fremd zu N und  fremd zu 
P,  so ist sie auch fremd zu M;  d.  h.  aus Q  f N und Q  f  P  folgt Q  f  (Ny  P). 
Wäre  nämlich  die Menge  Q nicht  fremd  zu M,  so gäbe  es  für sie 
und M  eine  identische Teilmenge;  d. h.  es  gäbe eine Teilmenge Q',  die 
gem"  V1 eine der Formen  - 
Ny  N',  P,  Pi,  (67;  P'),  (N',  P), (N',  P') 
haben  müßte.  Diese Teilmenge Q'  hätte  also  jedenfaiis N oder P odei. 
&e  Teilmenge von N  oder P  ah Teilmenge;  d. h.  .es  gäbe eine Teilmenge 
Q" von  Q', die mit N  oder P  oder  einer Teilmenge von  N oder  P  iden- 
tkh  wäre.  Nun  ist  aber nach I Q" auoh  Teilmenge  von  Q  und damit 
ergibt sich  ein Widqch  gegen  die Vorsussetzung. 
Der  Satz 3  Wt sich such in die Form  setzen: 
3a. Ist  die Menge  nicht fremd m Menge (&, P),  aber fremd zu N, 
BO ist  sie nicht fremd zu P. 
Will  man  den Be@  der Verbiiungsmenge auf  mehr als zwei Mengen 
ausdehnen,  so  hat  man  ein neues Axiom  nötig.  Es  ist  jedooh  für das 
Folgende nicht  erforderlich,  dies näher  suszuiühren. 
Q 3- 
Wie  Verhtiipfung der  Mengen. 
Die vdedenen Beziehungen,  die mhhen zwei Mengen  M und N 
Platz  greifen  können,  sind  aus  der  folgenden  von  Cantor  angegebenen 
AdShiung &er  Möglichkeiten  ersichtlioh,  die  nnsern Amgaqppnnkt ab- 
geben soll: 
a) Es gibt eh  W-N, und  ein X'-M. 
b) Es  gibt kein  .Ma  *X,  aber  ein N'-  M. 
O)  Es  gibt ein M'-N,  aber-kein N,-Af. 
d)  Es mit kein  Mx-Ny  und kein NI-dli  3. 
4,  Die Anwendung oberer  iurd unterm Indirras bei: den  Teilmengen im positiven 
Pnd negativen F&  soLl im  dgemhtm  eur BrIeiabte-  der Adnffassnng beibebalten 
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Wir  wollen  diese vier Beziehungen  duroh 
(A)  MaN,  MbN,  McN,  MdN 
darstellen.  Man erkennt z~nhhst  Mmittelbrsr: 
1.  Die Beziehungen s),  b),  C), d) schließen einander gegenseitig aus. 
2.  Die  Beziehungen  MaN und NaM, ebenso  MdN ynd  NdM 
sind identisch.  Die Beziehuug M b N ist  identisßh mit  NoM. 
Wir  erörtern sofort, welche  dim  Beziehungen sich  8Uf den Fall aus- 
dehnen lassen, daß  M und N  dieselbe Menge  bedeuten.  Es  findet sieh 
a a Die Beziehungen MbM und M C M  sind wideraprachwoII.  Sie 
fordern &mlioh  das gleioheeitige Bestehen von 
M'-dl  und  &ein Mi-M. 
Dagegen  sind  die  Beziehungen  Ma  M und  MdM widerspracthsfrei. 
Obrigens  läßt  sich  dies  auch  ais unmittelbare Polge  von  1 und  2 auf- 
fassen. 
Sei P eine  weitere  Menge,  so  besteht  zwisohen  N ~d  P ebenfalls 
eine der Beziehungen 
(B)  NaP,  NbP,  NcP,  NdP, 
und  es  enkteht die Frage, welcbe Folgerung sich für die Mengen M und P 
einstelib,  wenn  man eine Beziehung der Reihe (A)  mit einer Beziehung der 
Reihe  (B) kombinid.  Diese  Aufgabe  läßt  sich  ohne Einführung  neuer 
Axiome  nicht  erledigen.  Ein  erstea, das den Begriff  dar Teilmenge  mit 
dem der Ä.qu.ivalenz  verbindet,  sei das folgende: 
I.  Awr  den Relath 
MttM, M-N 
bsen  sioh die  Bektionen  * 
N'~N,  N'-M' 
folgern; d. h.  W M -  N,  so  6edW eine  jede  TeiZnaenge M' wm H  die 
.E+benz  einer  Tezlmersge N' um N,  die zw  H' aaplivdent  ist. 
Viellei&$  mag  man erwarben,  daß  die Menge  N'  als diejenige wohl- 
bestimmte Menge  eingefübrii wird,  die der Menge M'  gMß  der  &Hen 
M und  N  best-~t  Aqwioalenz entspricht.  Aber dies ist  für den hier 
vorgenommenen Aufbau -  jedenfalls  an  dieser  Stelle -  weder  mög& 
noch  nötig.  Es genügt,  die E&tenz  einer Nenge Nt mi fordern;  wdohes 
diese Menge ist,  darf  ganz  offen  bleiben.  33s  1Mingt &W damit mwmmen, 
daß die Aquivalenz  M-N  in  ihrer  hondern Figt3xm-t  hier  nioht  in 
Frsge kommt;  nme  aieRelatwmn, die die Eiienart dea Aquival~~4i- 
kennzeihen,  und  fär zwei Mengen  arid ihre Teilmengan bdxhen, werda 
in Betmaht gezogen. 
12" Einen Teil  dar  oben gestdten 3'rage  hat  bekanntlich schon  Cantor 
selbst beantwortet; msn  &$fi  leißht 
3.  Aus YaN  und  NaP folgt MaP. 
4.  Aue Y  aN und  NbP folgt M bP. 
5.  Bus  XaN und  NcP folgt McP. 
6.  Auiir  YbN  und  NbP folgt  MbP. 
7.  AG  McN und  NeP fol&  McP 3. 
Die Beweise sind natürlich ausechiießlich auf die in a),  b), C),  d)  ent- 
haltenen Beziehungen  rm stützen.  Ein Beispiel möge  zeigen,  wie  sie sieh 
führen ben. Um  aus den Relationen 
M~N  und  N~P  weiter  M~P 
zu folgern, haben  wiz  von 
keim M,-N,  N'-M, 
kein  Nt-P,  eiw  P'wN 
au~ehen6~),  und daraus die Beziehungen 
k&n'M%-P,  ein  P'-M 
8bmIeite.n.  Wir  beweisen  aunäohet  den  zweiten  Teil.  Wegen  P' .V N 
gibt  es  nmh  I  &e  Teilmenge  pnwN',  und  aus  N'-dl  folgt  nun 
P" .V M.  Die Richtigkeit  der ersten Behauptung  erweisen  wir indirekt. 
Wäte  nämlioh  ein M' -P,  so folgte gemäß I aus N' -  I  wiederum  die 
Exiettuis einer Menge  N" von N:  für die N"-M'  sein  müßte,  und  aus 
wahrend  kein N,  *P  sein kann. 
Es bleibt noch  übrig* das gIeich&tige  Bestehen  der Bedehaagen 
J 
MBN  und  NcP 
zu untersuchen,  sowie  die  Kombination  von  MdN  mit  einer  der  Be- 
ziehungen 
NaP,  BTbP,  NcP, NIP. 
Hier  gilt zunächst,  da3 ana  MbN und  No  P  eine  bestimmte  Be- 
ziehung  zwbhen Y und P nicht folgt; d. h. 
8.  JkGt  Mb  N und NcP ist jede  der vier Beziehungen MaP, H  bP, 
Yc  P,  MdP verkägioh. 
G  ~staauafeo  -n  bekmniiiioit tim uawtami,  wenn  man  den 
Piih  U,  b,  C  die Whungea ,,gbiclr,  ,k!einerU,  ,,größerY zuweist,  die  far dieee 
3edehwgai gsfhden naw&tbm  Ge&m  erfüiit sind  (s. B. aarr  or =  ß und  ß -  7 
foigl U-7  war.). 
5.)  Eeietklar;da&  &N'.vdfaew.ni&t  äie  Beädmg Wvon  einU 
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Der Beweis  darf  unterbleiben.  Nur  sei bemerkt,  daß dies dem realen 
Tatbestsod entspriaht, dessen axiomatische Crundlepg  hier in Frage steht 
Wir gehen nun m dem Rest unserss Problems über  und  prüfen  zu- 
niichst die Kombination von 
(ü>  MdN  und  NdP. 
Die Frage  lautet  auch  hier,  ob  die Bezieltangen  (cc)  eine b&inaW 
Beziehung zwischen Y 'und P bedingen  und  eventuell weh&.  Hier liegt 
der  in der Einleitung genannte Fall vor,  dai3  es Si06  um lauter negative 
Prämissen  hanQelt.  Diese  Pamissen sind 
kein M,-N,  keilO-Ni-M, 
(an)  kein  NI  .V P,  kein P,  N. 
Aus ihnen Iäßt sich  auf  direktem Wege  über  die Beziehung von  Y 
zu  P %kW schliefien.  Teilweise  gelingt  ee  allerdings  auf  indirektem 
Wege;  in einzelnen Fällen  kommt  nämlich  dadurch  zu den  obigen Prä- 
missen  eine neue Tatsache hinzu,  die positiver Natur ist.  Um  die Unter- 
such~  d&chzufübren,  hat  man  nämlich  zu  prüfen,  ob  die Annahme 
einer  der Beziehungen 
(ß)  &@P,  MhP,  McP,  bldP 
anf  Grund der  bisherigen  axiomatischen Festsetzungen  einen  Widerspruch 
mit  dem gleicbzeifigen  Bestehen der Beziehungen (a)  bedingta  und  zwar 
kommen naturgemiia hier nur die Axiome von  4 1, dss obige Axiom  8 3, I 
und  der  obige  Sate  2  in Prage.  Diese  Prüfung  haben  wir  ausführlich 
vorzunehmen '). 
Zunachet  sieht man  lei&t,  daß die Beziehungen 
MbP  und  eb-  MG$ 
sle Folgen von  (U)  anamsohließen  sind.  Wegen  Satz 2  kann  man  näm- 
lich die Beziehungen  (cr)  auch in dis Form 
PBN  und  NdY 
setzen,  und mute daher ab  Bolge von  (ü) ebenso  auch  ...  PbM oder  PcM 
erhalten.  Aber  MbP und Pbdl, und ebenso McP  und PcM sind nach 
Satz 2 nicht identischa womit die Behauptung erwiesen ist?. 
")Sr  ~ohtigkeiten  würden  die Relationen m  <  a und  n >  p  bestahen;  sie  be- 
dingen keine GLröBmMnog zwie0he.n  m und p. 
3 in den M[lith. Ann.  1% (1912), S.  551,  ist  Untammhung eabon tsilwBj, 
dnrohgeführt worden. 
")  bgbhe Fdgmrt  deoi oben beban*  Probims ~~1t9prioht  aleo  nioht 
gsaz dem  in der EinMtwtg  genannten Tathtsnd.  Eg lautet nhiick gea-  so: Es  ist weiter m untersuchen, ob sich  die Beziehung 
& Folge. von  (a) einsteilen  kann.  Hier  ist  ein  Resultat,  das  diea  un- 
möglich  macht,  nicht erhältlich.  Die  Beziehung MaP bedeutef  nämlich 
Die Verbindung mit  (G) liefert gemäß  5 1 die weiteren  Relationen 
keia N, m P',  keim NI .U M'. 
Cenauer bedenkt  diea:  Es gibt  eine  Teilmenge P',  der  keine  Teil- 
menge  von  N äquivalent ist,  und  es  gibt auch eine Teilmenge M',  der 
keine Teilmenge von N äquivalent ist.  Dies stellt aber einen Widerspruch 
zu  (a') oder zu (Y') nicht dar. 
Es  soll noch  eine zweite Prüfung vorgenommen werden;  wir  haben 
auch  den  awhtiven Charakter  der  Beziehungsregeln  in  Betracht  zu 
ziehen.  Ist HaP das Redtat von  (a), so heißt  dies,  daß  das gleich- 
zeitige Bestehen  von 
MdN,  NdP,  diaP  . 
nicht  wihpruohgvoli  sein  da&  Nun  sollen  aber  zwei  von  diesen  Be- 
@gungen  steh eine dritte bedungen,  uql darans folgt, daß aus 
MaP  und  PdN  wieder  Ydh' 
nnd  aus 
NdM  und  MaP  wieder  NdP 
folgen muß.  Es ist nun  die Frage,  ob diese Regeln  einen widerspmchs- 
Ioaen Chrakhr haben.  Die% ist in aer  Tat  der Fall.  Man  sieht es  am 
einfaohsten &arans,  da8 man die &88oeistiven  Gesetze,  die die Beziehungen 
Welche von vjer möglichen Beziehungen wird duroh die dem Problem eigentümlichen 
nur  negativen RämisRan aucgedl-r  .Bei  der Annahme,  MbN oder McN seien 
die Polgen  diesar mgatken hamirisan,  iPud von selbst eine neue Tataaohe ehgeführt; 
die  Symmefne  der Beaiehnngexr MdN md  NdP beziigliah ddgnd P steht nämlich 
im  Glegmmatz zu der Unaymmetrie der Folgemngen M bP oder McP für M und P. 
Und  dkber ergab raoh oben  ein Resuitee.  Die Annahma,  MaP oder MdP.seien die 
Folgen  der negativen Prhiemn,  liefert dagegen eine solohe neue Tatsache nicht;  ee 
ergibt d&  dahar,  wie daa obige weiter  &zeigt.  ein ibdtat nioht. 
dn~einer  gesp-:  Wenn  die Pramissen: OL  ist nicht 8  und 8 ist nioht Ci 
&b  aooh In. die Eonn mmn  Isaaien:  B ist  oioht $8 und  PP i&  nißot  BC,  so kanz~  da- 
mit  nur  (9ae  aotobe Wpdrung  Wken  % nad BL verainbai seia,  die  augkioh  die 
Iksiehung &hen  6 und  %ä bedentet.  Eine g.eruuera Myse  des hiexmiit 
mekfaoh bqwwbm  lo@&m  Problem vonseitendes~erwale  eebr e-t. 
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(a)  zlnd  (d)  miteinsnder verbinden,  wenn  man  noch  Satz 3  beachtet,  in 
die einfache Form 
(aa)=(dd)=a,  (ad)=(da)=d 
setaen kann; sie sind das genaue Analogon  zu den Vorzeichemegeln 
deren assoziativer Gesamtcharakter feststeht. 
Wir haben  endlich noch  die Beziehung 
(8)  MdP 
als  mögliche  Folge der Beziehungen (G) zu erörtern.  Sie bedeutet 
(8')  kein  M, .V P,  kein  P, .V M. 
Hier zeigt  sich  rmnäcbst,  daß sich  aus  ihr  und  den Reiationen (a') 
weitere  direkte  Folgerungen  überhaupt  nicht  entnehmen  lassen,  da  sie 
jetzt  samt  arid sonders negativer Natur sind.  Wir prüfen  auoh hier  nooh 
den  assoziativen  Gesamtcharakter.  Ist MdP das  Resuitat  von  MdN 
und  NdP, so bedingt  es jetzt,  daß aus 
MdP  und  PdN  wieder  YdN 
und ans  MdM  und  MdP  wieder  MdP 
folgt; hier aber ist der  widmpruchsfreie Charakter  evident.  Abo  folgt: 
9.  Mit den Beziehungen MO?% W&  NdP  kann sotu&  die Beziehng 
MaP, wie MdP rmgW  bestehen; 
Keine  der  beiden  Annahmen  y  und 8 führt  also  auf  einen  Wider- 
spruch mit  den  in  (&')  enthaltenen  Prämissen;  wir  können daher  auf 
diesem Wage  nicht  rn einem Resultat über die vorliegende hage gelangen. 
Man muß  daher  in der Tat die Folgerung, die sich  aus MdN und N8P 
ergeben  soll,  axknna#i8ch elnffihren;  naturgemäß  so,  wie  es durch den 
reaIen  Tatbestand der Mengenlehre  gefordert  wird.  Ihn  anhbauen ist 
ja  einer der Zwde  dieser DamteUung9).  Wir setzen daher fest (Axiom 
der  VerhGpfung) 
11.  Aw -MdN zcnd  NdP fo@  MdP. 
Dieses Axiom  hat  einen  doppelten Charakhr,  einen  rein  logimhen, 
und  einen mathematischen.  'Es enthiüt die logische Forderung,  daß aus 
zwei beatimmkn Prämissen der Reihen (8)  und (B) -  wenn  sie niclit eh 
3 Das obige Axiom  entspriaht im  Rahm=  der Cantomhen Theorie  inbJtIiab 
der Forderung der  Vergleiohbarkeit.  Der  Text zeigt,  da6 diesar Fordemng eine ge- 
h  rein logieahe Bedeutung iaae wohnt.  M69  kann  natiirlich eine Iüengenlebre auoh 
ao anfmibauen saohen,  daß man die  Unvergleicbbarkeit  als rn6gIiah  z&W.  Davon 
iet hier abgesehen  worden;  vgi.  übrigens auch # 7. einander wkhmpreohen -  stets  eds  ewrrl nur  ein &Iihiß  gefalpzt W& 
soll;  anßerdem die  mathematisohe,  daß es gerade dar in  II enWtene 
sein soll.  Aw ihr  erhalten wir  nun leicht die Bntwort-anf die nooh aus- 
stehenden Verkniipfmgen  für  die  Beziehungen (8)  nnd  (B).  Zunächst 
beweist man 
10.  Aue YbN und NdP  folgt MbP. 
10&  Aus  McN und  NIP  folgt McP. 
Für deq Beweis  von  (10) haben wir  auszugehen  von 
hin Ml-N;  eh  Nt-Y, 
kei~  NI  .U P, Mn  P, -  N, 
und  daraus die Beziehnng  MbP, slso 
kei~  &-P,  ein  P'-X 
abzuleiten.  Wir folgern  eanädmt,  daß eine Beziehung 
unmöglich  ist.  Aue N  M  würde nämlich auf  Grund  dieser Annahme 
die Existenz einer  Teilmenge N"  folgen,  für  die 
wh, im  Widerspruah zu hh N,  P.  Damit  ist  die  Beziehung  kein 
M, .v P erwiesen.  Es  ist jetzt nooh  zu zeigen,  da6 es ein P'  .v M @bt. 
Wäre. dies nicht der Fall,  so bestande  auf Gm&  des vy)rstehenden jetzt 
die Beziehnng 
keim  M, -  P,  kia P, -  M, 
dso  die Reiation Yd  P,  und  zwmmen mit der vvramgesetzten Beziehung 
PdN folghe  gernaß Axiom  I1  die Bezi&mg  MdN,  im  Widemprnch m 
MbN.  Damit ist der Beweis wieder geliefert.  Ebenso wned  der Beweis 
fär  YcN  nnd NdP  gefiihrt,  was  einer  ausführlichen Darsteli~g  nicht 
bedarf. 
Wir  haben sohlidich n&  die Kombination von 
XaN und  NdP 
m  erörtern.  Wir  Mgern mnkast, da9  dieae  beiden  Relationen  an sich 
nur  die Boige 
XdP 
gttstatttui.  Wir  haben  awugeben von Axiometik  der Mwgenlefure. 
und zeigen  zudiobsf,  daß hiermit nur 
k&  Ml .U P,  bin  P, .U M, 
v&ägIich  sind.  Gäbe  es nämiich  eine Menge M"-  P,  so foIgerta man 
wie  ob  eine Relation 
N"~M"-P 
im  Widerspruch  mit der Voraussetzung: kein NI ru P; ebenso  folgt  die 
Unmöglichkeit einer Beziehung P"-  M.  Es kann  also  an sich  nur  die 
Relation 
MdP 
bestehen.  Wiederum ist  noch  der 888oziative Charakter des Resdhts ZU 
prüfen.  Diese  Prüfung  fahrt hier  auf  einen  Widerspz~~ch.  Am  MdP 
und NdP würde  nämlich gemäß dem  Axiom  l'I  MdN folgen,  im Wider- 
qmah mit dsr Annahe MaN.  Das  gieiahzeitige Bestehen von  MaN 
und  NdP führt also auf  einen  Widerspruoh; d. h. 
11.  Die  Beziehungen  MaN ocnd NdP k6nm.m  niclat  zugleich  be- 
&eh. 
Dagegen sei  ausdrüeklioh  festgmteilt,  daS  die  Sä-  10 und  10s 
einen solohan Widerspruch nicht herbeiführen.  Denn  gemäß Sstz 2 ist MbP 
mit PcM identisch,  und  die beiden  Beziehungen 
sind,  wie  wir  oben  unter  8.  erwiihnten,  mit  jeder  der vier  an sich  mög- 
lichen Bereiehungen mischen N  md P verträglich. 
Dd  ist  unsere  Unteniudung  abgeschlossen;  sie zeigt zugleich dk 
Wider-hewhit  dm Axiom8  11.  Wir  ziehen aus ihm mniichst noch 
eine  FolgenUig,  die,  daß der  Satz 11  auch  in der Weiae  gilt, 
daß er das gleioheeitige Bestehen von 
MaM  und  MdN,  sowie von  MaN  und  NdN 
anaschiieSt.  Am  MaX  folgt M'-  M  und  hieraus  gemäß  $ 3,  I 
X??  ru M?  W H, 
zuid  daher besteht anoh  die Relation 
diese kaaui aber tueh Satz  11  nicht  mit  MdN zugleich  beatehen. 
Weiter  folgt aus MaN zmiiahst 
aiso  auch  iVn-  &'-X,  wahrend  dagegen  NaN  besagt,  daß  keia 
Nz-N  ist.  8180 186  A. sahodie8. 
11% D6e  Bezieitzngen MaM und  MdN, derulo MaN md  NBN 
eh ließ^ eimnder W. 
Es  ergibt  skh damit  das  folgende  Schlußresnltat.  Mit  des  Be- 
zhragen  .  MdN  und  NdP 
eraneint  80whZ  die Fo&erzmg  MaP loie  auch  die  .FoZgere*lg  MdP 
wa&ägZi&.  Wird  die Relation MdP axiomatisch ais Folgerung eingeführt, 
so  bedingt  dies,  da&  die  Beziehungen MaN und NdP  nicht  zugleich 
bestehen  können;  würde  man  dagegen  die Bmiehung MaP axiomtieh 
ala Folgerung  einführen,  so  ergibt  sich  ein  deraxtiges  Resultat  nicht. 
Trotzdem  erfordert der Aufbau  der Mengenlehre  die Eiafühnrng der Fol- 
gemg HIP. Auf  die Deutungsmöglichkeit der axiomatiwhen &ahme 
Mac P komme ich in fj 7 zurück. 
Fiir  die Beziehungen  (a),  (b),  (G),  (d)  gelten nooh  die folgenden be- 
sondaran Sätze: 
12.  Aus den  Relationen 
MaN,  YbN, McN,  MdN 
und 
M-%,  N-slt 
folgt auch 
WaN, kbN, WoN,  IXndN  . 
und 
Mag,  Yb%,  MG%,  Md%. 
Füi  den Beweis  mag  ein Beispiel genügeli.  Werde von 
YbN und  M-% 
ausgegangen, 80  hat  dies 
H'-M,  jedes  Mlnicht;-N. 
Wir  erhalten daher,  falls  932, -  Xx  ist,  gemsß 5  1 sofort 
N' -  932,  jedes  W1  nicht -  N, 
womit  die Behauptung ezwiemn  ist. 
1s. Aus  M'tM  folgt  M'aM  oder  MY'bM;  d.  A.  f&  jede  T& 
menge &'  gilt entweder  M'aM  odq  M'bM. 
Es  gi%t  näsnlich  eine  Teilmenge  von  M, die  iiquivalent  M'  ist, 
nämIiah I'  selbst,  and daher ist die Beziehung (6) und (d)  ausgdhssen. 
14.. Ans Y'tM nsd MbN  folgt  M'bN;  d. h. besteht die Beziehung 
MoN, ao  besteht  iiir jede  Teilmenge Y'  von M die Beziehung  M'bN. 
Man hat  ztämlioh  gernaß  13. und  xwh Vorsn88etaung 
M'aM  oder  M'bM  und  MbN, 
d  damit gemäß  Sak 4 und  6 die Behauptung. Axiomatik der Mengenlehre.  187 
15. AW  Y'~M,  M"~M',  ~"bx'  folgt xf'bdrl; d. h.  sind M'  iind 
M"  TeiImengen  von  M, für  die die Beziehung  M"bMJ  gilt,  so ist  auch 
,M"&  M 1°}. 
Man  hat -ich  wieder  zugleich (nach 13.) 
MtJbH'  und  M'aM  oder  M'bM  . - 
und folgert daraue wie  eben MnbM. 
§ 4. 
Endliehe  und unendliche Hengen. 
Nach  5 3, Satz 1 und 2  sind  MaM und  MdM die  beiden  ein- 
zigen  der Beziehungen  (a), (b),  (C),  (d),  die  eine  Menge  zu  sich selbst 
baben  kann; wir  deniieren  nun:  1.  Eine Menge  heißt  unendgkh,  wenn 
die Beziehung MaM besteht;  sie heißt dl~,  wenn  MdM gilt.  Man 
hat also im ersten oder zweiten Fall 
ein M'-  M;  kein MI-  &, 
und  damit die Dedekidohe Begriff8bestirnrnung. 
Wir  folgern zunMst: 
2.  Aus  NaM oder  MdM und  M-%  folgt  Wa%  und  '?&%%I. 
Dies ist eine  unmittelbare Folge von  fj 3,  12. 
Für endliche  nnd  unendliche 'Mengen  bestehen  gewisse Sonderaätze ; 
diese sollen jetzt  abgeleitet werden.  Das Haupttheorem lautet: 
3.  F&  unendtiche Mengen kbnnen nuF die Beziehungen (a), (b),  (C) 
bestehen;  für endlide Mengen  nar (b),  (C),  (d). 
Der Beweis  ergibt sich unmittelbar aus den in  3 abgeleiteten Re- 
sultaten. 
Sind nämlich M und N  unendliche Iengen,  und  würde die Beziehung 
BIdN bestehen,  so hatte  man 
MaM  und  NdN, 
und  dies verstößt gegen  Satz lla von  9 3. 
Ebenso,  wenn  M d  N  endliche Mengen  sind,  so hätte man,  falls 
sie die Beziehung MaN  gestatten, 
NaM  und  XdN, 
und  auch diea  verstoßt gegen  Satz  11s von  g 3. 
Damit ist der Satz 3 bewiesen.  Er gibt mgleieh den' inneren  Grund 
fur die  im Sata 11  von  3  enthalterw  Unvereinbwkeit von  MaN und 
*) O)ber 8ata, berührt Biah  inhsltlioh mit dem Satz 25  in ZermeIos Ctmndiagen 
(M&.  Am. &,  8.271). I88  a. smoenaiee. 
BdP.  Deaa unserem  Satz  3 gern@  besagt  AfaN,  da6  M  und  N 
unendliche Mengen  sind, und  NdP, dai3 N  und P endliche  Nengen  sind. 
' Beides schließt sich  aber ans. 
4.  Par  jede  Teihnmge eiw  endl-  Ymge liesgeht die Bezatblg 
Y'bM;  d.  b.  aus MdM und  M'tM  folgt M'bM. 
Gemäß &t  13  von  8 3 gilt ngmliah  fii~  jede  Menge  iff  und  eine 
Teilmenge  M'  von  ihr 
M'aM  oder  M'~M. 
Hiem kommt, da M  eine endliehe Menge  ist,  XdM.  Diese  Be- 
ziehung  kann  aber  nwh  Satz  11  von  § 3  mit  M'aM  nicht  zugleich 
basbhen; aIso  muß es M'bM  sein. 
Die  weiteren  noch  abzuleitenden Saiixe  den  die Einführung eines 
neuen  llxioms  nötig,  und  zwar  eines  Axioms  &er  die  Äquiwkns von 
Ve~~~~en.  Es  lautet: 
I.  Aus  M=(N,P), N-92,  P-'@,  92fq folgt (N,P)-(!X,!@); 
d  h.  werden  in der Verliindungmenge (N, P) die  Mmgen  iV  und P 
du&  die  rm ihm  üqzlimhten, zueinander fremden  Mengem  % und  $ 
ersetzt, so  5Bt die nezce  Menge  der 'urqw4~io7ien  ~~. 
Das  Axiom  gilt  gemäß  § 1,  III  auch  für  den  Fall,  daß  nm  eine 
3lenge  duroh  eine  äquivalente ersetzt wird,  d. h. 
5.  Aus  M=(N, P), N-  92,  RfP folgt  (N, P)-  (92, P)  ll). 
Wir  beweisen nun  der  Reihe  nach  folgende Sätze: 
6.  Jede Teilmenge dner  ed&hn  Menge  ist  8sel2ist  eine m&che 
Menge;  d. h.  aua MIM, M'fM folgt Y'dY'. 
Wh  nämlich  M'  eine  unendlicthe  Menge,  so  müßte  eine  Beziehung  . 
&".V  N' 
bestehen.  Set& msn  nun 
M= (X',  MI), 
so ist gemä6  iß 2,  V1 d 
M'"-  (M",  M2) 
eine Teilmenge von  M nnd aus  &te  5 fol* 
M"'-  M, 
was  einen Widerspruoh gegen  XdM tlt. 
7.  I& M eYlle dkhe, N eine  unenda  Menge,  80  hn  W 
die 3ezidw.g YbN be&dmls)); d.  h.  sus HdM und  NaN foigt MbN. 
BP I%@  nahe*  S&z  5 &  Bwm  Bmsden, oad daa Axiom  da  Folge.  Der 
Bew&  hZih &er  die adü& 6-  A&  %f  P  nötig. 
~9  Aufdiean sa61 wurde Mhmimn w~lisingrverZeit  van Hemr =Hahn  auf- 
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Der  Beweis  wird  so  geführt,  daß die  Unvereinbarkeit  der Voraus- 
sebmgen mit  MaN, McN, IlidN gezeigt wird. 
Würde zunächst die Beziehung MaN bestehen, so hätte man Y' W N; 
und  demgemäß  erhielte man aua  der Annahme  MaN nach  9 3 Satz  12 
weiter auch 
MaM'  resp.  M'aM, 
waa  aber,  da M endliche Menge  ist, gegen  Satz  4  verstöBt. 
Wäre  zweitem McN ui Kraft,  so folgte daraus M'-  N,  und  nun 
hierau~  und aus NaN weiter 
M'a Y', 
was  wiedenrm einen Widmpruch zum  Satz  6 darstellt. 
Endlich ist  auch die Beziehung MdN unmöglich.  Denn aus NaN 
fol$t ;tat 
N'W  N; 
hieraus  und  aus  NaN  und  der  angenommenen  Relation  MdN folgte 
dann weiter 
NaW  und  MdN'  reap.  N'dM. 
Die  Beziehungen XaN' und  N'~M  sind  ab  gemäß  $ 3 Satz 11 
nicht  zugleich möglid.  Also gilt  in der Tat die Beziehung MbN. 
8. Ist  M eine unendliche Menge,  so ist auch die Verbindungsmenge 
(M,  N)  eine unendliche Menge. 
Der  Beweis ist eine unmittelbare Folge  des Bxioma I.  Denn 
aus  H'  M  folgt  (M,  N) -  (H',  N), 
und  damit ist der Satz, da (M', N)  Teilmenge von (M,  N) ist, bewiesen. 
9.  Eine Menge ist unendlich,  wenn  sie eine unendliche Teilmenge bat. 
Ist nämlich M'  dieae Teilmenge,  so  ist 
M =  (M',  M,) 
und  daher  gemiiß  6atz 8 auch M eine unendliche Menge. 
Man  kann diesen  Satz  auch noch  so formuiieren: 
9'.  Eine Menge  ist endlich,  wenn  jede  ihrer Teilmengen  endiich ist. 
10.  Ittt  M eine endliche  Mmge,  80  ist  stete Mb(hf,N);  d.h aus 
MdM foigt Mb (Y,  X). 
E;B ist  nämiich M Teilmenge von  (M,  27).  bt  nun (M, N) end&&, 
so  folgt dar Satz  aus 6,  ist aber (X,  N) unendlich,  so folgt er' ans 7. 
Zur  Ableitung  weiterer  Säbe  bedürfen  wir  neuer  Axiome.  Das 
Axiom I ba@,  da0 die Verbindungamengen äqnidenter Mengen  seiht 
Squident Wnd;  wir haben jeW  nooh  zwei  Axiome  nötig,  die die Bioat 
d&uiwhz &r  VerWpc~~m  m&bt  aqrC-  Mqem  betrenen. 11.  SM  M  w)ed N fremde  Mengen, i@  M, Teilmenge CO*  H  und Nl 
TeiEmenge  W N, und  W  M,  nicht -  M,  N,  nicht .v H,  so  folgt 
disraw die Bez:ieirung (NI  ,  N1)  nicht .u (B,  N);  CL h.  aw  MtN, M, t N, 
N,tN,  M, nioRt-  H,  Nl nicht-iV  folgt  (&fl,N,)  nicht -(M,  N). 
Dieses  Axiom  soll  für  aEEe Mengen  gelten.  Für  endliche  Mengen 
reicht  es aber  noch  nicht  aus,  und  werde durch das folgende enietet und 
ergänzt : 
111.  8id  M d  N  fpenade  ud  zugleich endiiciae Mengen,  zlnd  ist 
MI Tehenge tiool H,  so soll  stets  (M„  N)  nicht .v (M,  N)  sein, d. h. 
aars  MfN, MdM, NdN, MltM  folgt  (M,,  N)  nicht .v (M,  N). 
Für unendliche Mengen  braucht  dieses Axiom  bekanntlich  nicht  er- 
füllt zu  sein. 
Auch  die Vorawsetzungen  dieser Axiome  besitzen  dur~haw  den in 
der  Einleitung  genannten  logischen  Sonderchamkter; sie  sind  sbtlich 
negativer  Natur,  soweit  es  sich  um  die hier  allein in  Frage ,stehenden 
dquivalenzbeziehungan handelt.  Man  könnte  freilich  annehmen,  daf3  in 
diesem Fall  ein indir-  Beweisverfahren  zum Ziele  führen  werde;  die 
Annahme  -  (G  Nl) -  (M, N)  ~sp.  (d6„  N)  -  (B6, N) 
ist ja  von positivem Charaktar.  Aber diese Vermutung trügt.  Die  äqui- 
dem von  Verbindungsmengen ist  nämlich  keineswegs  nur  so  möglich, 
dai3  Ml -  M  und  N, -  N  ist,  sondern  auch  auf  andere Weise;  und 
daher kann  aus der angenommenen äquivalenzbeziehung ein Widerspruch 
mit den  Vora~88etsungen 
M, &cht -  M,  N, nkht -  N 
nicht  abgeleitet werden. ' 
Die  negative Fwnng  unserer Axiome  stellt  unr,  zunächst vor  die 
Aufgabe,  die  bestimmte  Be8iehung  (U),  (b),  (G),  (d) aufzufinden,  die 
zwischen  (M, N) und  den Mengen  (Ml NI)  und (B,,  X)  besteht.  Bür 
das Axiom  II kann  es erst im  nächsten 3Ehuagraphen  geschehen;  für das 
Axiom  I11  soll  es hier  folgea 
Da  (M*,  N)  Teilmenge von  (64,  N)  ist,  m  kann nach  Satz  13 von 
g 3 nur die Besiehnng (a) oder (b) realisiert sein.  Aber der Fall (a),  d. h. 
(MZY N)a(M,  N) 
ist  tmm6glsoh.  Jede Teiimenge  von (M,,  N)  haf nämiioh  naoh  g 2,  V1 
ehe  der Formea 
Np  N),  (M1  9 Ni), (M*, H,),  ' 
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(M,  N)  äquivalent sein.  Da  nibnlich M  und N  endliche Mengen  sind, 
so  hat man für sie gemäß  10.  die Relationen 
Mb(M,N)  und  Nb(M,N). 
Ge*  Satz  4  hat  man weiter 
Mili,bH, M%bM, NlbN  . 
und  damit  folgt  die  Behauptung  nach  Satz  6  von  f  3  bereits  für 
MI, Ba,  Ny  Na.  Für  die  drei  Verbindungsmengen  folgt  sie  aus  den  . 
Bxiomen selbst; es ist ja,  da  M und  N  endliche  Mengen  sind, 
Ml nicht -  M,  M, nick -  M,  Nl nhks .-W N 
und  damit ist in der Tat die behauptete Nichtäquivalenz eine Folge von 
(11) und (111).  Blso 
11.  Für endliche (und  fremde) Mengen M nnd N  gilt die Beziehung 
(Hl ,  N)  b(M,  N). 
12.  Die  Vdndungmnge zweier endkhen Mengen  ist ee16et  G& 
M;  d.  h.  aus MdM uad NdN folgt (M,  N)d(M,  N). 
Wir  haben nachzuweisen, daß die Beziehung 
ausgesdossen ist.  Nun  hat jede Teilmenge  von  (M,  N)  wieder  eine der 
Formen 
H,  MI, NY  NI, (X  NI), (M„ N)Y  (M13 Nl) 
und  wir beweisen,  geoau wie  eben (vgl.  aubh  5 5,  2), daß keine  dieser 
Mengen  zu (M,  N) äquivalent ist.  Damit ist der Satz  bewiesen. 
f  5. 
Das  %quivalawproblem. 
Die  wichtigste Aufgabe,  die zu  behandeln ist, bet-  den  Nachweis, 
daß die Mengen M iind  äquivalent sind, falls fiir sie die Beziehung 
MaN  oder  MdN 
besteht;  also der  Satz  (Hquivalenzsstz) 
1.  Arcs  MaN der  didN folgt  M .-W N. 
Ehe der Beweis gefiiiwt wird,  sollen die äquivalew-Relationen vorsn- 
gestellt  warden,  die sich aw den vorstehenden Paragraphen  -ttelbsr 
ergeben: 
2.  Aw  MbN und  MoN fdgt M  %nicht -N. 
WB, nämiich M  N,  so hatte man außh  (J 3,  12) 
NhN  oder  NcN, was  aber  gemlül  0 3,  3 widerspruchsvoll ist.  Hieraus  folgt  unmittelbar 
weiter 
3.  Mit M  .v N  ist  %ur AiaN  oder  MdN oertodgItch. 
Die  Umkehruug  diesea  Satzes 3 ist  es,  die  den  eigmtiichen Äqui- 
vaienzsate 1 bildet.  Ist  er  bewiesen,  so  folgt  endlich  nooh,  als  Um- 
kehning von 2.: 
4. Aw M nicht  N fow MbN  odw  ik.i.cN. 
Man hnn dieae  vier  Sätze  auch  folgendermaßen  dnsammenfsssen: 
Die  Bm'eisunqen  (a)  und (d)  Bind  hhrehhelzae  und  raotwendiqe  Be- 
diragungea fiir  die Aequidmz, (b)  und  (C) ebenso föLr  die Nidit@it~:k. 
Ble Folge  von  4.  ergibt sich,  was in  5 3 und  4 nsch  offen  bleiben 
mußte, 
5.  Aw M1tM d  Ml  nicht -M  fdgt M,bM; d.h.  b&&t  f&r 
&Teürnenge.dd,mM  dieBaieibung Mz  nicht  M,  so  gi& MlbM. 
Dem  nach  4. gilt bi,b M oder  M1cM; nach  Satz 13 von  Q 3 nur 
M,aM  oder H1b  M, also  gilt MlbN. 
Eine Anwendung  hiervon  gibt  auch Antwort  auf  die bezüglich  des 
Axioms II in § 4 gesbBta  Frage.  Es folgt jetzt 
6.  Sind Hl urad  NI Teilmengen von M und  N, und  j8t  nicht 
-M,  NI nicht -N,  W  fol$  d&mw  stete (Ml,Nl)&(N,N). 
Wb  gehen  nun zum  Sstz 1 über  Md  beweisen  zunächst  den ersten 
Teil,  also  den  eigen~liahsn  Bernsteinschm Aquivalemsatz.  Sein Beweis 
folgt  aus  dem  Axiom  I1  von-3 4  über  die NichtiLquivslenz  der  Verbin- 
dnngsmengen. 
Aus der  Vomusaetzun$  MaN folgt zunäahst 
eita H'  N,  ein N' -  M, 
Wh  nun  M nicht .v N, so haW  man  nach  8 1, 3 
M nioh  -M',  N'  nicht -N. 
1 
Mit X  und  N sind aber such  BI'  und  N'  &emde Mengen  (5 2,  1); 
sie  bestimmen  daher eine  Menge  (M',  N'),  und  fiir  sie  müßte  gemäß 
Axiom I1 nunmehr 
(M', N')  nicht  (My  N) 
folgen.  Andewraeiits  folgt  aber  aus  den  beiden  ersten  Relationen  un- 
mittelbar nach g 4,  I 
(M',  H') -  (M,  N) 
und  dd$  ergibt  sich  ein  Widerspruch.  Damit ist  der Beweis  bereits 
geliefert. 
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zu  erörtern ist.  Wir  operieren mit  der Verbindungsmenge von  M  und  N 
und haben dahalb die Voraussetzung  nötig,  daß M und N fremde Mengen 
sind.  Sind sie es nicht,  so wird  man  am einfachsten  so  vorgehen,  daß 
man  folgendes neue  Axiom  zugrunde legt '3: 
I:  Sind  M  und N  keine  fredn  Mengen,  so  gibt  es  etets  zwei 
ihnen äquivalente, zueinander  fremde  Mengen  W und  %;  so  daß &o 
%*M  und  W-N,  wncl  %f%. 
Gemiiß 9 3,12 besteht  auch für sie die Beziehung 
Wa%, 
und  auf  sie  läßt  sich daher  der obige Beweis  übertragen.  Aus  W-  % 
folgt dann  auch M .v N. 
Es  handelt  sich  nun  noch  um  den  gleichen Nachweis  für  die Be- 
ziehung  MdN.  Ehe ich dazu übergehe,  erinnere ich daran,  daß die Eigen- 
art der Beziehung MdN in der  Cantorsohen Theorie offen geblieben war; 
für das durch sie bedingte Verhältnis von M zu N  hatte sich ein Resultat 
nioht  ableiten  lassen.  Das  darf  nicht  wundernehmen;  dss  hierin  ent- 
haltene  Problem  stellt  nämlich  wieder  ein  logisch  unl68bree Problem, 
und  damit  eine  illusorische Aufgabe  dar.  Wir  haben  ja  als Priimksen 
zunächst nur  die Anssagen 
kein  MI -  N,  kein  Nl  M. 
Dazu  kommen,  da  M  und N endliehe  Mengen  sind, 
kein Y,  .\L M,  kein Nl -  N, 
also lauter Aussagen  von  negativem  Charakter.  Selbst  der Weg  das in- 
direkten Beweh ändert daran in diesem Fall  nichts;  denn  man  müi3te 
noch  die Annahme 
,M  nicht  -N 
hinzufügen.  Nun wiire  es  ja  möglich,  daß die  für den Beweis  einzig in 
Frage  kommenden Axiome  I1 und  111 der  Nichtäquivalenz von  $ 4  die 
Prämissen positiv beeinfiwen könnten; aber auch das ist nicht der Fall. 
Denn diese Axiome  lauten ja  in ihrem  Scblnßteil übereinstimmend 
(Ml, SI)  nfont -  (M,  N). 
Wir  müssen  also  von  Priimisaen  ausgehen,  die  samt  urzd  sonders 
negativ sind, und kommen zu dem Schlnß,  daß  sich.die Aquivalenz M  N 
im Fall  endlicher Menge  ohne  eine ndge  neue  axiomatische Best- 
- 
'9) Ea  entspricht dem von Zermelo in  seinen Gmndiag;en (lldath.  Am. 65) ant- 
hdtenen Theorem  19.  Man  könnte suoh die  gröBte gemeinesme Teiimenge  von M 
und 3  e.xiOmathch  einfainan und mit ihr operieren; docb soheint dies weniger einfaoh. 
Ysthmstiwhe Annalen.  (UI.  1s setamg  nicht folgern läßt.  Das  so gewonnene Resulfat  Iaßt  sioh  aucb 
in  seiner  allgemeinen  Bedeutung  Ieicht  verstehen.  Es  Ist&  dem  Tat- 
bestand parallel, der uns  ans  der allgemeinen Theorie der endlichen Zahl- 
@Ben  gel-  iat.  Dort  muß  die Festsetzung,  wann zwei  Grö%en als 
gleioh  gelten sollen,  erst frei -  natürlich zweckmäßig -  geformt werden, 
ehe man  die Frage,  ob  zwei gegebene  Größen  818  gleich zu gelten haben, 
in  Betracht ziehSn kann.  Man  denke e. B.  an die Weiemtraßsobe Theorie 
dar Inistionalzahlen;  sie  setzt  bekanntlich  die Gleichheit  zweier  Zahlen 
(o  und  b  so fest,  daß  jeder  BwtandteiI von a kleinar ist' als b und  jeder 
Bestandteil von  b  kleiner  als  sls.  Eine  solche  sxiomatische  Festsetzung 
erweist  sich  also  auch  im  Gebiet  der  endlichen  Mengen,  wenn  man  sie, 
wie  hier,  ~uasohließlich suf  die Migenbeziehungen,  d. h.  auf  die Nicht- 
äquivaienz von  Menge  und Teilmenge gründet,,  als eine Notwendigkeit. 
EE  fragt sich  nur, welche Festsetzung man  zweokmiißig zugrunde legt. 
Beachtet man,  daß  es  sich  im  Grande  um  eine Axiomatik der Qrö8en- 
lehre handelt, so  liegt offenbar .&ts  näher,  ab die eben genannfe Defi- 
nition zu  benutmn,  und dies soll in der Tat geschehen.  Wir  setzen also 
fest  (82iono  der  dquivakmz endkkr Mengen): 
11.  Zwei  encEliclie  Hengea  dd um?  N sind kipkdent,  f@r 
jcde  Tehmge M'  und  N'  die Beziehung  Y'b N reep. N'b M besteAt; 
d. h  aw MdM, NdN, Y'bN,  N'bB fW  jedes  M',  N'  foi@ Af-N. 
Hieraas 1st  sich der Sate,  daS ans  NdN  such  M -  N folgt;  un- 
mittelbax folgern.  Ehe wir  dazu  übergehen,  wollen  wk noch  die Berech- 
tigung  nnaeree Axiom und  aeine 8teUung  im  geamten Aufbau  näher  er- 
örtern.  Wir wollen zunächst  nachweisen,  d&  von  den vier Beziehungen 
MaN,  MbN,  &cN,  MBN  . 
nux  die  leszbe  mit  dem  Axhn  wWrägWcA Ost. 
Aus XaN folgt 
+  eim  M'-  N; 
gemäß imserm Axiom  ist aber für jederi  M' 
BI'bN, 
d  man erhielte  also NbN,  was  aber  nach  5 3,3 widempruchwoll  ist. 
Ans XbN  fou 
ein N' -  M; 
ass dog  eur Rektion Hbh4  führt, dii  ebenklls WiderspruohgvoU ist. 
Endiioh  folg$  ans McN genau wie  eben  die widemprncbsvoIfe Re- 
ktion XbN. 
Unser  Axbm  kann  Ln der  Tat  nmxt  der  B&hnng  HdN 
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verträglich sein.  Dies. St  aber  auch wirklich der Fali.  Die  Folgerungen, 
die sich  aus 
N'bN  und  MdN,  8iM  N'bN  Wld  dilEN 
ergeben,  lauten gemäß )  3,9, daß  für  jedes  M'  und N' 
Y'bM  und  N'bN 
ist;  sie  entsprechen  der  Endlichkeit  von  M und  N  und  stelien  die  in 
fi 4,  4 gefundene Eigenschaft der esdliohen  Mengen  dar. 
Znssmmenfsssend  folgt  also:  Das  Axiom  I1  ist  nur  fiir  endliche 
Mengen  realisiert,  und  überdies weder  im  Fall NbN, noch  McN,  da- 
mit  iet  aber  der  Beweie  eeiner  Berechtigung  geliefert.  B8  ist  feir  die 
mdiehm Mmgen und  ihre dquivalenz ckrakteristi~ch. 
Der  Beweis  des Aquivalenzsatzes ergibt  sich nun  folgendermaßen. 
Gemäß  8 4,  Satz 4 ist fEr jedes  M'  und N' 
M'bM  und  N'bN; 
ferner gilt  nach Vora~etmg 
MdN  und  NdM, 
und hieraus folgt nach  8 3,9 sofort 
X'bN  und  N'bdl 
und  nunmehr. nach  wem  Axiom 
M-.N. 
Q 6. 
Sähe iibr Verbindnngsmengm 
Seien M und N einerseits, und  W  und  !J?  andrereeits fremde Mengen. 
Zwischen  M und SB, aowie  zwischen  N und  92  bestehe  je  eine  der Be- 
ziehungen 
Mam,  MbSJ1,  MG'@,  Md% 
und  Na%,  Nb%,  No%,  Nd%. 
Es ist  die  Frage, wehhe Beziehung für 
(H,  N)  (W, 92) 
dtiert,  wenn  wir  irgendeine Beziehung  der ersten Zeile  mit seiner  Be- 
ziehung der zweiten Zeile  kombinieren. 
Wir  beweisen  zunkhst folgende Satze: 
1.  Aw Ma  92  und Na% folgt (M, N)  a (D,  92). 
2.  Aue  Nb%  und  Nb% folgt (M, B)  b (%, 92). 
8.  Aus  M  C Sn und No  92  folgt (M, N)  c (B,  92). 
4.  Aue  Md1312  und Nd% fo&  (M,  N)d(W, 92). 
5.  Aw Za  Sn und  Nd  92  folgt (M, N)  a (W, 92). 
18* Die Beweise  von  Satz  1, 4,  5 lassen sich fol&mdermsßen znsammen- 
fsssen.  Die  Voraussetzungen   laute^  gemeinsam 
M-%  und  N-%, 
woraus  gemäß Axiom  I von  1  4 
(NY  N)  (9212) 
fob.  Im Fall  I und  5  sind  nun  M und  92  nach  8 4, Satz 3 unend- 
liche Mengen,  slso  gilt  dies  nach  8 4, 8 auch  von  (M,  N) und  ('B?, 92) 
und  daher ergibt sich wieder 
(M,  N)  a ('9x9 92). 
Im Fall 4  sind  dagegen  Y, X, %,  92 endliche  &Sengen,  also auch 
(3 4,12)  (M,  N) und  (%Ra '3)  und  daher ist 
(My  N)  d (B,  %). 
Wir beweisen  nun  den Satz ai4). Dazu gehen  wir von  den Relationen 
Mb%  und  Nb% 
aus,  also  von  den Beziehungen 
keinH,-Sn  %'-.M, 
kein  NI-%  %!'-Ny 
und  erhalten. zuniiohst 
('B',  92') -  (H,  H). 
-  Wir  folgern  nun  aus  den  gegebenen Relationen Mb  92  und  Nb  '32 
mittels M-  92'  und  Nm  %'  weiter 
Yt'b92  und  R'b%, 
oder  aber (§ 5,2) 
Sn'nbht-%,  W'.n$&t-Sl 
md darau endlioh,  gemE.8  Satz  6 von  $8 
' 
(%i  %')  6  (%F  8) 
oder  (M,  N)  6 (=, W. 
Mt  msn zu lldaohtigkeiten  über,  so  bezieht  eioh  der  obige  Satz  auf  den 
Bau,  daß 
!E,<%  und  n,<n, 
**;  84 &~t  damw 
n,+nl<m,+~. 
in der  digemainen  Theorie  fehlt  nooh  heute  ein Naahweia  dieaer  Folgerung. 
Sie ist von  F.  BemeteBernstein  unter der Annahme bewissen worden,  daß or, mit n,  ,ver- 
giekbbd iet.  (Matb. drin. 61 (1905), 8.129.)  Nm  sßheidet '%war  in  dem voiIiegen- 
den Aufbaat  die Vergi-t  eleene Frage gemiiS 4 3  aae, der Benmtebahe 
Bexfaie  etSitct rwg ak  aaßesdam  auf  den &qrrival6rI?aJn~  Dez  obige Be&  etätzt 
aiah d;agegen auf das &tiom n! von 8 4,  das ja auch den Bemateiwhen &uiPelena- 
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In derselben Weise beweist  man  den  Satz 3,  Ein  letzter Satz,  der 
sich  ableiten laßt, lautet: 
6.  1st M eine endliche Menge,  so  folgt aus MbrlTt  und  Nd% 
(M;  X)  b (B,  W. 
Wegen  MbB  hat  man  nämlich 
M -  %', 
wo  mit M auch  %P1 eine  endliche  Menge  ist.  Hieraus  und  aus  N  -42 
folgt weiter 
(B,  N) -  (Bt%). 
Wir untersaheiden  nun,  ob !!X  eine  endliche  oder unendliche  Menge 
ist.  Im ersten Fall  sind (W', %)  und  (W,  '31)  endliche  Mengen,  ferner 
ist  (%I,  %)  Teilmenge von  (W,  '31)  und  daher  ist geemäß  3 4,4 
(Y%'%)  b (Y%%). 
Ist aber  fm eine unendliche  Menge,  so  ist (!Ra  %)  nach  5  4, 8 eben- 
falls  eine  unendliche  Xenge;  dagegen  ist  (W1,  %)  nach.  3 4,  12  endlich 
und  daher gilt ebenfalls  (8 4, 7) 
(%:  %)b  (%,G). 
Wegen  ,112'  W M,  % W N folgt daraus weiter 
(H,  N)  b(m, 'W. 
In den  anderen  Fällen lassen  sich  eindeutige Folgerungen nicht ent- 
nehmen.  Nur  soviel sei bemerkt, daß mit  den  Relationen 
So%  und  Nb% 
jede  der beiden  Beziehungen 
(M,  N)  a  (W,  '31)  und  (B,  N)  b (W,  R) 
vertriglich ist. 
Die  vorstehende  Unfareuohung  liefert  jedenfalls  ein  hinre~eses 
Axiomensptem für die Slitze, die die Aquivalenzprobleme der Mengen  be- 
treffen.  Wird  für  den  Augenblick  noch  die Bezeichnung 'XeN  für  die 
Äquivalenz von M und N  eingeführt, so handelt es sieh, genauer gesp~~:bn, 
um  die Kombination  der Beziehungen,  die dmh 
dargestellt sind,  und  um die Art,  wie sie assoziativ einmder bdiqpn und Bioh  miteinander verbinden.  Ob  die  aufgestellten Axiome  shtlich not- 
wendig  sind  oder  auch  entbehrliche  BeatcLndteile  enthalten,  mag  offen 
bleiben.  Abgesehen  von  den  Axiomen  mehr  formaler Bedeutung, wie  die 
über  Me  N,  M  f N,  Mt  N sind ea wesentlich die folgenden, die die mate- 
Bellen  Stiitveen  dea Aufbaues darstellen: Das &C)& der Verhikpfocng, die 
Axiome  über  die Bquivaknz der Peihgen  und der Verbin&Pcngmengen, 
die Axiome über die Nichtiiqtivabtu der Verbindongamengen  aicht äqui- 
vale~tbtw  Mengen  und  das Axiom  über  die  Aquivakraz  endZider Mengen. 
Die  Charakterisierung,  die  in  diesen  Bezeichmgen  enthaiten  ist,  zeigt 
schon  die Verschiedenheit  der  Gebiete,  denen  sie  angehören,  und  zeigt 
auch  ihre allgemeine Notwendigkeit  für den Aufbau. 
Wie  bereita  in der  Einleitung erwähnt,  ist die vorstehende  Betraoh- 
tang zugleich  eine Axiomatik der Größenlehre;  in der  Tat ist ja  von  den 
Elementen  der  Menge  nirgends  die Rede.  Dies  ist  auch  die  Tatsache, 
die dem  in  5 3 gefundenen Resultat seine Stellung im axiomatischen Auf- 
bau anweist.  Wir fanden dort, daß mit den Beziehungen  llld N und Nd  P 
such die Folgerung  MaP verträglich  ist.  Sie  könnte  deshalb  an  sich 
ebenfalls  aki axiomatische Festsetzung an Stalle des Axioms I1  eingeführt 
werden.  Wie wir sahen,  bewirkt sie als weitere Folgerung,  daß  aus Ma  P 
and PdN sioh NdN  ergibt,  und liefert ebenfalls ein in sich widerspruchs- 
freies System von  Beziehungen.  Es ließ sich durch  die Formeln 
(aa)  =  (dd)  =  a;  (ad)  =  (da)  =  d 
dsrstellen. 
Dies  wollen  wir  nun  deuten.  zunächst ist zu  bemhten,  daß in  die 
vorstehenden Sohlüaae  die Beziehungen  M bN und  McN nicht eingehen. 
daß  es  sich  bei  ihnen vielmehr nur  um  MaN  und  HIN und  deren 
Kombinationen handelt.  Nur auf  sie b&en  aich  also die obigen Regeln, 
und  auf  sie besohräake ich mich  zunächst.  Die Aufgabe ist dann,  Objekte 
mit QniSencharakter ZR finden,  die siob diesen Regeln fügen.  Die in  4 3 
erwähnte Bnalogie mit den  Vorzeiohenregein  maoht  dies leicht.  Man er- 
reicht  es,  indem  man  &gegengesefite  6Ößen  in  Betracht  zieht,  deren 
Teile mun  Ganeen  in  der  durch  Ca)  festgelegten Beziehung stehen, also 
der Dedekindschen Delhition genügen;  die Beziehung MaN  gilt dann *& 
&i&artige,  wen  iKdN fiir  entgegengesetzte Objekte.  Einseitig be- 
gzenzte  Geraden  von  unendlicher Länge  &er  entgegengesetzter Riohtung 
bilden  eh  einthohes Beispiel, fdls  msa  als Teilmenge jeden  ebenfa&  an- 
endkhen BWW  betrmhtet d  die Aquivalenz  e. B.  durch eineindeu- 
&ige  ~eit9abbi1dung  deihiert.  Piir je  mei von  ihnen  besteht dsnn 
emtw*  itie M&ii  (U) oder (CE). 
Man"  kam  I&&  -&ehe<  daß awh die  Baeiehqen (5)  und  (G) 
m&mtei.  We8e8ge&i&t  sa, da6 man auch Paare  entgegengesetzt geri&- Axiomatik der Mengenlehre.  199 
teter Geraden  als Objekte zdäßt.  Für je  zwei  solche Pasre  besteht denn 
die Beziehung  (a),  für jedes Paar  und  eine einzelne Gerade die Beziehung 
(6)  oder (C),  und  fiir je zwei einzelne Geraden die Beziehung (a)  oder (d). 
Die  Gesetze 
jaa)=(dd)=a,  (ad)=(da)=d 
bleiben  offenbar  bestehen.  BePehungen  (bb), (bd), (do)  und  (co)  sind 
nnmöglich.  Dagegen  gibt  ea  hier eine Regel für  (bo);  es kann sowohl (a) 
wie  (d)  resultieren.  Endlich  ergeben die Beziehungen 
(ab)  (ba)  (db),  (ac) (ca) (W 
(b)  oder  (C) als Resultat. 
Die Tatsache, dd3  die Canforache Theorie  die  Unvereinbarkeit  der 
Annahme,  M und  N  seien  unendIiche Mengen,  mit der Beziehung XdN 
des  $3  nicht nschzuweisen vermochte, erfährt hierdurch neues Licht.  Denn 
die Zdasaung  von  Elementen von  zweierlei Art,  die  einander entgegen- 
gesetzt  sind,  streitet  weder  gegen  den  Mengenbegriff  als  solchen,  noch 
auch gegen die Dedekindsche Definition  der unendlichen Mengen  und  die 
auf  ihr  ruhenden  Eigenschaffen.  fFür den  so  erweiterten  MengenbepS 
kann  aber,  wie  wir sahen, im Pd  unendlicher Nagen au&  die Beziehung 
MdN realisiert  sein.  Wie  weit sich auf  solohe Mengen  die weiteren Be- 
griffe und Sätze der Csntorschen T6eorie übertragen lassen, mag  an dieser 
Stelle auf  sich beruhen bleiben15). 
Nur das sei noch  erwähnt,  daß die  allgemeine Weiterfühnuig der  bis- 
ltsr  gefundenen Resultate  in  erster Linie  die  Beziehung  der Menge  zu 
ihren Elementen, ferner den Ordnungsbegriff  usw.  ins Auge  zu  fassen hat. 
Ich  will  noch  kurz  seigen,  wie  man  die  Elemente  der Menge  anf  der 
hier  vorhandenen Grundlage einführen kann.  Voranzustellen  ist  das fol- 
gende Axiom: 
1.  Jede Menge  eaWt  TeiZme~gen,  die  nicht  mehr  eelb.st  in Teil= 
mengen  z~rkghzr  M;  sie heißen umerlegbare Teilmengen oder Ekente. 
Sie sollen daroh 
mTM  oder -er  durch  na 
bezeichnet  werden.  Von  ihnen gilt der Satz: 
Ist  &'-W  X, so  kann eine nicht  zerIegbam Teilmenge  von M keiner 
zerlegbaren Teilmenge  von  N Equivalent &in  und  umgekehrt. 
Aus  der äquivalenz  M-N  folgt  nämlich  nanh  Axiom I von  4 3 
zu jedem  M'  die Exish  einer Teiimemge X'  von N,  eo  daß 
M'-  N' 
9  Herr B. &enkei het mioh  dar&  hinge&,  &B  nioht einmal a+  Axiome 
über  Teilmengen  geiten.  Axiom I bleibt  bestehen,  Axiom  11 niaht;  ee  gilt  suoh  - 
Axiom III von  9 8. 200  A.  8chdea.  Axiomatik  der Mengenlehre. 
ist.  W&de  nun .m =  M'  ein  zerlegbarea N'  bedingen  nod  wäre  N" eine 
Teilmenge von N', so folgt aus M'-  N'  gernaß demseiben  Axiom,  daß 
N" die Existene einer Teilmenge  von m bedingt,  die  rn .W'  äquivalent 
ist;  wss aber einen Widempruch  hte11t. 
Von  diesem Tatbestand kann man nun wieder verlangen, daß er auoh 
umgeM  gilt;  d. h.  msn  kann fordern : 
11.  Zw& Mengen M vnd  N sind  aQO6id&,  wenn  j&m  Elerr>enb. 
von M eia Ebd  von  N zugeh&  zcnd wm@&t. 
D&  diese Iiordemg an sieh widempruchsfrei ist,  wurde eben gezeigt; 
daß sie auch den allgemeinen Axiomen genügt,  die die Äquivalenzbeaiehung 
regein ($1,  I und 11, $ 3, I, 5 4, I), ist leicht zu sehen.  Damit möge diese 
Betrachtung  ihre.n  Abschluß  finden.  Auf  die Frage,  wie  mit  der  Ein- 
fübg  der Elemente und der neuen  Aquivalenzbwiehung sich der axio- 
matbbe Aufbau  ändern wWe, soll hier nioht  weiter  eingegangen werden. 
Jedenfds entspricht die vorstehende Untersuchung den Forderungen, 
die im  Mang gestellt wurden.  Sie  sieht  von  allen Wortdehitionen  ab 
und benutzt aussßhließlich Bm.hgm   wischen den Objekten, von denen 
sie haadelt.  Die Axiome  liefern  die Grundregeln  füz  das  Operieren mit 
ihnen  Gerade um  dies deutlioh hervortreten zu Iassen,  ist jedem  Axiom 
itnd jedem  Satz  die ihm  entspreahende formale Ausdrucksweise,  slso die 
Bindung,  die die bezüglichen Beziehungen  dumh den Satz oder  da9 Axiom 
erfahran, gegeben  worden.  Awh  sind  die einzelnen Bxiome immer  erst 
dann eingeführt  worden,  wenn  sie für den Fortgang  der  Beweise  nötig 
waren. 
(Eingegangen am 14.12.  1920.) 